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O que é Simulacao?
€ um experimento realizado a partir de modelos (reais ou virtuais)

Pode ser:

a) deterministica: as entradas do modelo sao fixas e para uma determinada

——>

entrada fixa + modelo deterministico

Simulacao

combinacao de valores de entrada o resultado final € sempre o0 mesmo
b) estocastica (ou probabilistica): o0 modelo e/ou as entradas incorporam variagoes
aleatodrias de modo que os resultados sao diferentes a cada simulacao

MODELO

(parametros)

Y=2X1+3X2_X3

- —>

MODELO

—\_

(parametros)

entrada fixa + modelo estocastico

Y=2X1+3X2_X3+€

€ éum v.a.
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MODELO

(parametros)

—\_

entrada estocastica + modelo deterministico

Y == 2(X1+€1) + 3(X2+£2) - (X3 + 83)

€; sao v.a. independentes



Simulacao

Para que fazer Simulacao?

a) gerar amostras de uma v.a. cuja distribuicao & conhecida
ex: testar métodos que podem ser influenciados pelo tipo de dado de entrada

b) avaliar propagacao de incertezas (quando a solucao analitica € inviavel)
ex: avaliar os resultados da combinacao nao linear de muitas variaveis

c) avaliar cenarios futuros (resultados possiveis)
ex: experimentar “em laboratorio” condicoes inexistentes ou raras

d) testar a sensibilidade de parametros de um modelo (ou distribuicao)
ex: identificar quais parametros afetam mais os resultados finais

e) estimar pontualmente ou por intervalo um determinado resultado de um modelo
ex: descrever estatisticamente os possiveis resultados de um experimento

f) testar a significancia de um resultado num teste de hipotese
ex: avaliar se uma hipdtese é valida ou nao sem utilizar testes estatisticos classicos



Simulacao de Monte Carlo

E um método que utiliza sequencias de nimeros aleatdrios para descrever o comportamento
de uma ou mais variaveis ou a combinacao das mesmas, bastando para isso conhecer a

Funcao de Probabilidade de cada variavel (ou a FDP, no caso de uma v.a. continua).

E particularmente (til quando o modelo é complexo, ndo-linear, ou quando envolve muitas
variaveis de entrada (com diferentes graus de incerteza), o que dificultaria uma solugao

analitica.

Através de um grande numero de repeticoes (acima de 1000), garante-se que praticamente

todas as combinacdes de entradas sejam avaliadas.



Simulacao de Monte Carlo

O termo Monte Carlo foi dado em homenagem a roleta, jogo muito popular de Monte Carlo,

Monaco.

X ~ Binomial (n=75; p=0,4)

P(X=Xx)

D b WD = O

7,78%
25,92%
34,56%
23,04%

7,68%

1,02%

5
“? area de cada fatia é
proporcional a probabilidade do
valor correspondente

A

roda-se a roleta e, ao parar, anota-se o valor obtido

repete-se o procedimento até que se consiga o nimero desejado de
simulagdes

quanto maior o nimero de simulacdes, mais a proporcao relativa de
cada resultado possivel se aproximara de sua probabilidade



Geracao de Numeros Aleatorios

Originalmente os numeros aleatdrios eram gerados usando dados, roletas, tabelas, etc.

Atualmente os computadores sao usados para gerar nUmeros chamados pseudo-aleatdrios, que
constituem uma sequencia de valores que, embora sejam gerados de forma deterministica,

simulam valores independentes de uma v.a. uniforme continua [0,1].

Qualquer v.a. pode ser simulada a partir de uma v.a. uniforme continua [0,1] desde que se

conheca sua funcao de distribuicao acumulada F(x) = P(X < x).



Geracao de Numeros Aleatorios

Procedimento Geral:
a) gera-se um numero aleatdrio de uma v.a. uniforme continua [0,1], u

b) determina-se qual € o menor valor da v.a. desejada cuja probabilidade seja maior ou igual

au
c) repete-se os procedimentos a) e b) até que » valores tenham sido obtidos

X ~ Binomial (n=35; p=0,4)

P(X=x)

P(X<x)

7,78%
25.92%

7,78%
33.70%

34,56%

68,26%

N b W~ ol

23,04%
7,68%
1,02%

91,30%
98.,98%
100,00%

Ex: se u=0,4367 (43,67%)

x=2




Geracao de Numeros Aleatorios

Procedimento Geral:

a) gera-se um numero aleatdrio de uma v.a. uniforme continua [0,1], u

b) determina-se qual € o menor valor da v.a. desejada cuja probabilidade seja maior ou igual

au

c) repete-se os procedimentos a) e b) até que » valores tenham sido obtidos

Sorteio de 8 valores

X ~ Normal (uz=10; c>=4)

u(0,1) Z~N(0,1) | X~N(10.,4)
| 04138 | | | -0,2177 | 9,5645
0,9155 1,3753 12,7505
0,6218 0,3101 10,6202
0,3848 -0,2929 9,4142
0,1058 -1,2492 7,5017
0,2763 -0,5938 8,8124
0,3855 -0,2910 9,4180
0,8036 0,8546 11,7092

Z = X%IO ~ N(0,1)

X =2Z+10

1,0

0,75 1
N

VI 0.5 A
N 5

0,25 -

0,0
4
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Distribuicoes e Numeros Aleatorios no Excel

Distribuicao f(x)* cumulativo=0 | F(x) cumulativo=1 | F' ‘1(prob)** Aleatoério
Beta DIST.BETA DIST.BETA INV.BETA

Binomial DISTR.BINOM DISTR.BINOM INV.BINOM

Binomial Negativa DIST.BIN.NEG.N DIST.BIN.NEG.N

Chi-quadrado DIST.QUIQUA DIST.QUIQUA INV.QUIQUA

Exponencial DISTR.EXPON DISTR.EXPON

F DIST.F DIST.F INV.F

Gama DIST.GAMA DIST.GAMA INV.GAMA

Hipergeomeétrica DIST.HIPERGEOM.N | DIST.HIPERGEOM.N

Log Normal DIST.LOGNORMAL.N | DIST.LOGNORMAL.N | INV.LOGNORMAL

Normal DIST.NORM DIST.NORM INV.NORM.N

Normal Padrao DIST.NORMP DIST.NORMP INV.NORMP.N

Poisson DIST.POISSON DIST.POISSON

t de Student DIST.T DIST.T INV.T

Uniforme Continua [0,1] ALEATORIO
Uniforme Discreta ALEATORIOENTRE
Weibull DIST.WEIBULL DISTWEIBULL

*para v.a. continuas, f(x) representa a Fungao

**Se prob = F(x)

Densidade de Probabilidade, e sé é Util no caso

de se “desenhar” a distribuicao

entao: x = F!(prob)

prob




Distribuicoes e Numeros Aleatorios no R

Distribuicao f(x)* F(x) Fl(prob)** Aleatorio
Beta dbeta pbeta gbeta rbeta
Binomial dbinom pbinom gbinom rbinom
Binomial Negativa dnbinom pnbinom gnbinom rnbinom
Chi-quadrado dchisq pchisq gchisq rchisq
Exponencial dexp pexp gexp rexp

F df pf gf rf
Gama dgamma pgamma ggamma rgamma
Geometrica dgeom pgeom ggeom rgeom
Hipergeométrica dhyper phyper ghyper rhyper
Log Normal dlnorm plnorm glnorm rlnorm
Logistica dlogis plogis glogis rlogis
Normal dnorm pnorm gnorm rnorm
Poisson dpois ppois gpois rpois

t de Student dt pt qt rt
Uniforme dunif punif qunif runif
Weibull dweibull pweibull gweibull rweibull

*para v.a. continuas, f(x) representa a Fungao

Densidade de Probabilidade, e sé é Util no caso

de se “desenhar” a distribuicao

**Se prob = F(x)
entao: x = F!(prob)

prob
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Avaliacao das Simulacoes

e Estimacao da Funcao de Probabilidade através das frequéncias relativas observadas
(variaveis discretas) ou da Funcao de Probabilidade Acumulada (variaveis discretas e
continuas)

histogramas e graficos de frequéncia acumulada

e Métricas de tendéncia central e de dispersao:

média, desvio padrao, mediana, quantis, amplitude, minimo/maximo, etc
» Intervalos de Credibilidade (nao confundir com intervalos de confianca!)

e Box-plot

mediana, 12 e 3¢ quartis e valores extremos (outliers)

11



Histograma

Muito utilizado para v.a. discretas e indica a frequéncia absoluta ou relativa de cada
valor observado na amostra. Recomenda-se que nao haja espacgos entre as colunas
para que o histograma nao seja confundido com um grafico de barras.

Exemplo: simulacao de 500 valores de uma v.a. discreta X [0, 10].

200 [ 40%

frequéncia absoluta
= [
o (%
o o

frequéncia relativa

wu
(=}

Para v.a. continuas, & necessario dividir os dados

30% -

20% -

10% -

em classes com intervalos regulares

ou nao. A definicao do nimero e da largura dos intervalos é fundamental para a boa
representacao da distribuicao amostral. No entanto, esta definicao é bastante
arbitraria, dependendo basicamente do tamanho e da variagao encontrada na
amostra. Para isso, muitas féormulas sao encontradas na literatura (p.ex. Sturges,

Rice, Doane, Scott e Freedman-Diaconi).
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Frequéncia Acumulada

E uma alternativa bastante utilizada para representar a distribuicdo de valores
simulados de v.a. continuas pois nao requer a discretizacao em classes de faixas de
valores como no histograma. Além disso, pode ser usada para identificar
rapidamente a mediana e quantis.

Exemplo: simulacao de 50 valores de uma v.a. continua X.

200% -
[v]
B . .
2 80% | 3@’quartll"'"'""""”""; """""""""""""""
=]
2
s 60% S
£ mediana
o
Loy T e A T B
g
o -
s 102 quartil
T 20%
i)
o
% f——— v vy
012 3 45 6 7 8 9101112 13 141516 17 18 19 20
X

E muito Util na comparacdo com distribuicdes tedricas mas requer um certo
“treinamento” para enxergar as caracteristicas peculiares de cada distribuicao como
assimetrias e valores raros, por exemplo.
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Frequéncia Relativa Acumulada

Frequéncia Relativa Acumulada

100%

80%

60%

40%

20%

0%

100%

80%

60%

A0%

20%

0%

Frequéncia Acumulada

Distribuicao Gaussiana

Frequéncia Relativa Acumulada

Frequéncia Relativa Acumulada

100%

80%

60%

40%

20%

0%

100%

80%

60%

40%

20%

0%

,,,,,,, Distribuicdo assimétrica a direita
(maior frequéncia de valores baixos)

X

“buracos”
no dado
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Intervalo de Credibilidade

Corresponde a um intervalo no qual ha uma determinada probabilidade de um valor

nao observado estar contido

Ha muitos intervalos de credibilidade que podem ser obtidos a partir de um conjunto
de valores, sendo o mais comum, aquele obtido descartando-se uma determinada
porcentagem dos valores extremos (menores e maiores)

Por exemplo, para um Intervalo de Credibilidade de 95%, descarta-se 2,5% dos
valores extremos. O intervalo é definido pelos valores minimo e maximo de novo

conjunto de valores

100% poooooo
© 97,5%
=
11 B e T S
E
3
2
s 60%
2
=
T
1
=
1=}
=
E
g 20%
[
i
2,5%
0% — T T T T T T T
0 123456 7 8 910111213 1415 16 17 18 19 20
L X J
Y

P(2,7 <X <16,1) =95%

Intervalo de Credibilidade de 95%
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Boxplot

E uma 6tima alternativa para mostrar graficamente a dispersdo de valores de uma
simulacdo e sao muito Uteis para comparar conjuntos de dados pois causam grande

impacto visual e sao faceis de entender.

Ha muitas variacdes de boxplot, mas em geral representam:

outlier

a) mEd|ana extremo
120 A o
b) 12 e 32 quartis )
c) minimos e maximos U - 1,5*DIO0
A\ H 14
d) valores raros (“outliers”) 80 | ttimo ponto -
superior ~ .
60 - _ B I,S*DIQ
Ex: simulacao com 20 valores ]
3¢ quartil ----> =
40 - oA .
_ - DIQ (distancia interquartil)
mediang--;--->
20 - 1—quar‘c|/IYE
ultimo ponto
inferior - 1,5*DIQ
0 ]
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Boxplot

120 s e e
a) qual é a distribuicao mais simetrica?
1
100 — D
w0l ° b) qual é a distribuicdo mais assimétrica?
. A
07 . _ c) quais as 2 distribuicoes cujos valores
404 [ mais se confundem entre si?
= e AeB
d) quais as 2 distribuicoes cujos valores
o7 A B C D mais se distinguem entre si?

BeC



Estimar a funcao de probabilidade acumulada de uma v.a. resultante da raiz quadrada da

soma quadratica de duas v.a. independentes normalmente distribuidas, ambas com x =

Exemplo de Aplicacao 1

0 e o0 = 1. Construa o intervalo de credibilidade de 95%.

X = /le+ZZZ

U,

Z,

U,

Z,

0,3264
0,0350
0,7561
— 1 | 0,5314
0,5864

0,1881

-0,4498
-1,8119

0,6938
0,0789
0,2184

-0,8850

0,5952
0,8684
0,6633
0,4063
0,2498

0,9408

0,2410
1,1187
0,4215
-0,2371
-0,6751

1,5614

0,5103
2,1295
0,8118
0,2499
0,7095

1,7947

—> repetido 10000 vezes

No Excel: ]
U1 = ALEATORIO()
Z1 = INV.NORMP.N(U1)

(ver Simulacao_exemplo1.xIsx)

X |FRAcum !
0 0,0000 g e
0,1 0,0046
0,2 0,0172 S 06
0,3 0,0407 3
0.4 0,0688 50
%{;0’2
4 0,9959 g
0 T T T T T T T
0 0,5 1 © 1,5 2 2,5 3 3,5
Q § &~
©
(O]
l E }
No R: Y

U1 <- runif(n=10000)
Z1 <- gnorm(U1)

ou Z1 <-rnorm(n=10000)

P(0,229 < X < 2,721) = 95%

Intervalo de Credibilidade de 95%
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Exemplo de Aplicacao 2

‘ ‘ ‘ ‘ Estimar funcdo de probabilidade de um
‘ ‘ ‘ ‘ experimento complexo (urnas)

(ver Simulacao_exemplo2.xlIsx)



Exemplo de Aplicacao 2

I

f\ /\ Etapas:

I) Das urnas A e B, sorteia-se uma bola
‘ ‘ ‘ ‘ de cada. As duas bolas sdo

colocadas na urna C

(ver Simulacao_exemplo2.xlsx) 20



Exemplo de Aplicacao 2

(ver Simulacao_exemplo2.xIsx)

Etapas:

I) Das urnas A e B, sorteia-se uma bola
de cada. As duas bolas sao
colocadas na urna C

IT) Da urna C, sorteiam-se duas bolas
(sem reposicao)

21



Exemplo de Aplicacao 2

(ver Simulacao_exemplo2.xIsx)

Sim

Nao

Etapas:

I) Das urnas A e B, sorteia-se uma bola
de cada. As duas bolas sao
colocadas na urna C

IT) Da urna C, sorteiam-se duas bolas
(sem reposicao)

IIT) Se as bolas forem da mesma cor,
ambas sao colocadas na urna A.
Caso contrario, ambas sao colocadas
na urna B

22



Exemplo de Aplicacao 2

(ver Simulacao_exemplo2.xIsx)

Etapas:

I) Das urnas A e B, sorteia-se uma bola
de cada. As duas bolas sao
colocadas na urna C

IT) Da urna C, sorteiam-se duas bolas
(sem reposicao)

IIT) Se as bolas forem da mesma cor,

ambas sao colocadas na urna A.

Caso contrario, ambas sao colocadas

na urna B

Escolhe-se aleatoriamente a urna A

ou B e dela retiram-se 5 bolas (sem

reposicao)

V)

Definindo-se X como o numero de bolas
azuis nas 5 observacoes, qual a
distribuicao dos valores de X?

23



Exemplo de Aplicacao 2

Definindo-se X como o numero de bolas
azuis nas 5 observacoes, qual a
distribuicao dos valores de X?

(ver Simulacao_exemplo2.xlIsx)

Freq. Relativa

Apos 10.000 simulacOes, obteve-se como

resultado:

X Freg.Rel.
0 7,85%
1 47,00%
2 40,19%
3 4,31%

so% 4 ~0,65%
5 0,00%

40% | POy

K . e

20% —-------------- | - - ------------~---- -~ - oo oo

10% —-------------- | - - - -----------~---=---<-- <o oo

0%
0 1 2 3 4 5

24



Exemplo de Aplicacao 2 no R

>A<'C("R","R",“R","G","B","B")
>B<'C("R","G","G","G","G","B")
>C<'C("R","G","B","B","B")

>n<-10000

>p<-rep(0,6)

>for (iin 1:n) {

>Af<-A

>Bf<-B
>sorteio1<-c(sample(A,size=1),sample(B,size=1))
>Cf<-c(C,sorteio1)

>sorteio2<-sample(Cf,size=2)

>if (sorteio2[1] == sorteio2[2]) Af<-c(A,sorteio2) else Bf<-c(B,sorteio2)

>if (runif(1,0,1) < 0.5) sorteio3<-sample(Af,5) else sorteio3<-sample(Bf,5)
>nB<-length(which(sorteio3 == "B"))

>p[nB+1]<-p[nB+1]+1

>}

>p<-p/n

~p

[1]0.0817 0.4702 0.3939 0.0474 0.0068 0.0000 < Valores podem mudar a cada simulacao
mas tendem a se estabilizar se n for muito
grande

25



Solugao Analitica Exemplo 2
PR, F PG, o Pl k5 PRy PGLFS PBLFo

(CRR) _1 (CRG)_l% 11_13 p(CRB):ll+ll:i
26 12 23 66 36 26 36 36
rceay=L2-1 pegp =1l 12 1 peppy-ll_1
63 9 66 33 4 36 18
prry=>2L, 2113 215 101 101 101 1
7612 7636 7636 769 764 7618 28
P(RG,y =221 1 2213 215 131 121 111} 105
7612 7636 7636 769 764 7618) 756
PRB,y=2[32 L 2313, 245 151 141 151} 29
7612 7636 7636 769 764 7618) 108
101 2113 105 321 211 101 _17
P(GG)=—m— o222 2o 2 T
761277636 7636 769 764 7618 378
PGB, )y=2[ 131 2313 145 331 241 1513 25
7612 7636 7636 769 764 7618) 84
pB,y=>21 3213 455 321 431 541 41
7612 7636 7636 769 764 7618 189
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Solugao Analitica Exemplo 2

P(x/ARR UB) =~ L
228

P(x/ABB U B) = -4

2 ()

+

|

5
5—-x

|

4

5

P(x/ AGGUB) = —
2378

2189

1 29

P(x/AUBRB) =—
2108

Plx=0)= 874169772

Plx=3)= 834963762

7L px

=720 p(x

39343

l)=——

84672

656

4) = —>

84672

2)

33540

84672

P(x/ AUBRG) =~

P(x/ AU BGB)=~=2
2 84

1 17

1103

2756

125

FR

Prob

7,85%

8,50%

47,00%

46,47%

40,19%

39,61%

4,31%

4,65%

0,65%

0,77%

oalhlw|N|= o ]|X

0,00%

0,00%
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Processos Estocasticos

De modo bastante simplista, pode-se definir um processo estocastico como um conjunto de
variaveis aleatorias que descrevem a evolugao de um sistema de valores no tempo.
Num processo deterministico, conhecendo-se as condicoes iniciais, consegue-se com precisao

prever como 0 processo ira evoluir.

50 XO_:012 ,’
R )
40 ’/ »
- /’/‘ Xt — Xt—l eXp(a) t > O
P 4

20 .‘."f(
10 ¢® Xo =2

PYPYT L Ll =01
0

0123 4586 7 8 9 10111213 14 1516 17 18 19 20
tempo ¢
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Processos Estocasticos

Num processo estocastico, mesmo se conhecendo a condicao inicial, existem muitas (as vezes

infinitas) direcdes nas quais o processo pode evoluir.

250
200
150

ey
100

50

0

250
200
150

ey
100

50

0

Xt — Xt—l eXp(a + gt) t > O

001 2 3 45 6 7 8 9101112131415 1617181920 T

componente
aleatorio

tempo ¢

001 23 456 7 8 910111213 14151617 18 19 20 21

tempoz
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Cadeia de Markov

Considere que uma variavel aleatdria possa assumir somente valores (ou estados) discretos e
que seu valor atual dependa exclusivamente de seu valor no tempo anterior (tempo
discreto). Além disso, a probabilidade de que seu valor mude de /para j (transicao de

estados) é constante no tempo. Este processo é denominado Cadeia de Markov

homogénea em tempo discreto. Ha muitas variagdes possiveis, mas esta € a mais comum.

O processo € caracterizado por um

espaco de estado, uma matriz de

transicao descrevendo as

probabilidades de transicoes, e

um estado inicial (ou uma

distribuicao de estados).

30



Exemplo de Aplicacao 3

Por quanto tempo (passos) o estado permanece o mesmo? Qual a duracao de permanéncia no
mesmo estado mais frequente para cada estado considerando que o estado inicial &€ vermelho

e a duracdo total analisada é 5000 passos? E possivel o0 mesmo estado permanecer o mesmo

por mais do que 10 passos?

200 ommpeeme e

8% |
eo% 44— - -
40% A

200 R

0% |I -

T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Duragdo de permanéncia em 5000 passos

(ver Simulacao_exemplo3.xIsx)
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