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Distribuicoes de Probabilidade

Considere o0s seguintes experimentos:

Retiram-se 3 bolas da urna (com reposicao). Define-se uma v.a. X cujos
valores representam o nimero total de bolas vermelhas dentre as 3
escolhidas.

A partir de um mapa, 10 pontos sao sorteados aleatoriamente (com
reposicao). Define-se uma v.a. Y cujos valores representam o nimero
total de pontos pertencentes a classe floresta dentre os 10 escolhidos.

Ul

O que esses dois experimentos tém em comum?
eUm numero fixo de elementos sao escolhidos
A escolha de um elemento nao influencia a escolha do proximo (eventos
independentes)
e Cada elemento escolhido pertence ou nao ao atributo (cor/classe) de interesse

Dessa forma, pode-se dizer que X e Y tém propriedades semelhantes, ou seja,
seguem a mesma distribuicao de probabilidade.



Fonte: Leemis e McQueston (2008)
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Quantas fungdes que descrevem
distribuicdes de v.a. existem?

V.A. Discreta

[ V.A. Continua ]

¢ Uniforme Discreta ¢ Uniforme
e Bernoulli ¢ Normal ou Gaussiana
e Binomial ¢ t de Student
e Geométrica o y2
¢ Binomial Negativa o F
ou Pascal ¢ Exponencial
e Hipergeométrica ¢ Rayleigh

e Poisson e Gamma

O que é importante saber:
e Tipo de v.a. (discreta ou continua)
eEscopo da v.a. (minimo e maximo)
e Os parametros das distribuicoes
e A média (medida de tendéncia central)
e A variancia (medida de dispersao)



Distribuicao Uniforme Discreta

Considere uma v.a. X cujos valores sao inteiros de 1 a N, equiprovaveis, ou seja,
todos os valores tém igual probabilidade de ocorréncia.

Exemplo: Lanca-se um dado e define-se uma v.a. X como o valor obtido neste dado.

N
X:{1,2,3,4,5,6) E(X)=), _ 1
x=1 -

N
PXX=1)=1/6 1
P(X=2)=1/6 E(X) N(N +1)
P(X=3)=1/6 =
P(X=4)=1/6 E(x)=YWN*D
P(X=5)=1/6 XN o2
P(X=6)=1/6
N+1
o E(X)=""
9=~
E(X)=?

Var(X) ="



Distribuicao Uniforme Discreta

Considere uma v.a. X cujos valores sao inteiros de 1 a N, equiprovaveis, ou seja,
todos os valores tém igual probabilidade de ocorréncia.

Exemplo: Lanca-se um dado e define-se uma v.a. X como o valor obtido neste dado.

X: {1,2,3,4,5,6) Var(X)=E(X*)—-[E(X)]
PX=1)=1/6 E(X? :N ‘ 1
P(X=2)=1/6 () Z:; :_

PXX=3)=1/6 o N
P(X=4)=1/6 E(X7) = N(N +1)(2N +1)
PX=5)=1/6 -

6
P(X=6)=1/6
E(XZ)ZL’N(N“LDQNH)
fo0 = - ;o6
N
E(X?)= (N+1)(2N +1)
N +1 6

E(X)=




Distribuicao Uniforme Discreta

Considere uma v.a. X cujos valores sao inteiros de 1 a N, equiprovaveis, ou seja,
todos os valores tém igual probabilidade de ocorréncia.

Exemplo: Lanca-se um dado e define-se uma v.a. X como o valor obtido neste dado.

X: {1,2,3,4,5,6)

PX=1)=1/6
P(X=2)=1/6
P(X=3)=1/6
PX=4)=1/6
PX=5)=1/6
P(X=6)=1/6

_L
fio) =+

E(X):N+1

Var(X)=E(X?)

Var(X) =

—[E(X)P
(N+D2N+1) N+

Var(X)=(N +1)

Var(X)=(N +1)

Var(X)=(N +1)

6 4
(2N +1) (N+1)
6 4 }
_4N+2—3N—3}

12

(N-1)
12

N? -1

Var(X) = >




Distribuicao Uniforme Discreta

Considere uma v.a. X cujos valores sao inteiros de 1 a N, equiprovaveis, ou seja,
todos os valores tém igual probabilidade de ocorréncia.

1
X:{1,2,..,N} fe) =+

N+1 N -1
E(X) = — Var(X) = v

Exemplo: Lanca-se um dado e define-se uma v.a. X como o valor obtido neste dado.

1
X:{1,2, .., 6} f(x)= y

1 —
E(x)=21135 Var(X) =" 22,92
2 12




Distribuicao Uniforme Discreta

Considere uma v.a. X cujos valores sao inteiros de 1 a N, equiprovaveis, ou seja,
todos os valores tém igual probabilidade de ocorréncia.

1
X:{1,2,..,N} fe) =+
N+1 N% -1
EX) = — Var(X) = v

Considere uma v.a. Y cujos valores sao inteiros consecutivos de a a b, equiprovaveis,
ou seja, todos os valores tém igual probabilidade de ocorréncia.

1
Vi{a,a+1,..,b—1,b) O =351
gy =217 var(ry = L4t D -1
(V) =— ar(Y) = 12
SOy = Fox . _b-a+2 1_a+b
{Y=X+a—1 W =F&+a= =t 1=
N=b—-a+1 (b—a+1)*-1

Var(Y) =Var(X+a—1) =

12



Distribuicao Uniforme Discreta

Exemplos

0,4

=x)

P

Em que situacdo a média e a variancia sao maiores?

Var(X) =




Distribuicao Uniforme Discreta

Exemplo: Se uma v.a. Y é representada por valores multiplos de 4, maiores que 10 e
menores que 210, equiprovaveis, qual a sua média e variancia?
Y representa uma distribuicao uniforme discreta tipica? Posso usar as formulas
definidas para essa distribuicao?

Y: {12, 16, ..., 208}

—g41)2-1
12

E(Y) = ik Var(Y) =

10



Distribuicao Uniforme Discreta

Exemplo: Se uma v.a. Y é representada por valores multiplos de 4, maiores que 10 e

menores que 210, equiprovaveis, qual a sua média e variancia?
Y representa uma distribuicao uniforme discreta tipica? Posso usar as formulas
definidas para essa distribuicao?

?
Y: {12, 16,..,208) < X {1,2,..,N}

Y/4: (3,4, ..., 52} By =NFL 31 o5 s
Yi4-2:{1,2, ..., 50} iy N1 299
X {1,2, ..., 50} TR T T
X=Y/4-2
Y=4X+8

E(Y)=4E(X)+8 =4%*255+8=110

Var(Y) = 16Var(X) = 16%208,25 = 3332

11



Distribuicao Binomial

Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (com reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas
vermelhas dentre as 3 escolhidas.

X: {0, 1,2,3)

O experimento envolve 3 eventos independentes.
Para cada evento:
P(vermelha) = 5/7 = p (probabilidade de sucesso)
P(azul) = 2/7 = g (probabilidade de fracasso, g =1 - p)

12



Distribuicao Binomial

O
O Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (com reposicao).

O ) .
O Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas

@ | vermelhas dentre as 3 escolhidas.
®e
X:{0,1,2,3y p=5/7 ¢=2/7 n=3 (ndmero de bolas retiradas da urna)

222 ’ 555 ’
pr=0y= 222_(2)_8 px=3y= 355 _(5)_125
777 7 343 777 7 343
94949 ppp
31 522 5\(2Y 60 n! -
PX=)=—"==2=3|Z||2| =— X)y=—"""7— D¢
X=D=121777 (7)(7) 343 @) x!(n—x)!
pP4a4q
n
31 552 ’ = g
P(X=2)=——222_3(3)(2)_10 J(x) (ijq
2111777 7)\7) 343
ppP4q

13



Distribuicao Binomial

Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (com reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas
vermelhas dentre as 3 escolhidas.

X: {0, 1,2, 3}
n

f(x) =( jp’“q”
X

E(X)="?
Var(X) ="
Analisando o caso particular onde »n = 1:

Bernoulli

14



Distribuicao Bernoulli

Considere o experimento: retira-se uma bola da urna. Define-se uma
v.a. X cujos valores sao 1 se a bola escolhida for vermelha (sucesso) e 0
caso contrario (fracasso).

X: 10, 1}

P(X =0) =2/7 = ¢4 (probabilidade de fracasso, ¢ =1 - p)
P(X=1)=5/7=p (probabilidade de sucesso)

fx)=p'q™

E(X)=?
Var(X) ="

15



Distribuicao Bernoulli

O O Considere o experimento: retira-se uma bola da urna. Define-se uma
O v.a. X cujos valores sao 1 se a bola escolhida for vermelha (sucesso) e 0
® @ | caso contrério (fracasso).
1
X (0. 1) E(X)= XZ:(;xP(X = X)
P(X:O):2/7 EX:O +1
PX=1)=5/7 (X)=0g+1p
x lox E(X)=
fx)=p'q (X=r

16



Distribuicao Bernoulli

O
O O Considere o experimento: retira-se uma bola da urna. Define-se uma
O v.a. X cujos valores sao 1 se a bola escolhida for vermelha (sucesso) e 0

@ | caso contrério (fracasso).
®e
X 10,10 Var(X)=E(X*)-[E(X)]

1
P(X=0)=2/7 E(X?*) =Y x’P(X =x)
PX=1)=5/7 x=0
E(X)=0gq+1’p

f)=p'q"

E(X*)=p
E(X)=p



Distribuicao Bernoulli

O O Considere o experimento: retira-se uma bola da urna. Define-se uma
O v.a. X cujos valores sao 1 se a bola escolhida for vermelha (sucesso) e 0
® @ | caso contrério (fracasso).
X 10,10 Var(X)=E(X*)-[E(X)]
P(X=0)=2/7 Var(X)=p-p°
PX=1)=5/7
Var(X) = p(1-p)
f)=p'q"

Var(X) = pq

E(X)=p



Distribuicao Bernoulli

Considere o experimento: retira-se uma bola da urna. Define-se uma
v.a. X cujos valores sao 1 se a bola escolhida for vermelha (sucesso) e 0
caso contrario (fracasso).

xl—x_éxgl_x |
f(x)=p'q —(7j (7j X: {0, 1}

Eu3:p=§=Qn4

52
Var(X) = =——=—=0,204
(X)=pg =772

19



Distribuicao Bernoulli

Exemplos

0,8 1

E(X)=p

— x)
k=]
=)}

P(Y
o
s

Var(X) = pq

0,2

Em que situagao a média e a variancia sao maiores? 20



Distribuicao Binomial

Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (com reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas
vermelhas dentre as 3 escolhidas.

A v.a. Binomial pode ser entendida como uma somatoria
de » v.a. Bernoulli, ja que, para cada evento (tirar uma
bola), ha uma probabilidade p de sucesso (tirar bola
vermelha) e ¢ de fracasso (tirar bola azul).

X: {0, 1,2,3)

n
J(x) =( jp"q” z
X X = ZK. onde cada Y, tem distribuigao Bernoulli (0 ou 1)

i=1
E(X)=? Por exemplo: () ) () = X=2(sucessos)

Var(X) =" n n n
E(X) =E[ZY,) 2EX)=2 p=np

n

Var(X) = Var( Ylj = ZVar(Yi) = qu = npq
i=1 i=1 i=1

21



p=>5/7
q=2/T
n=73

Distribuicao Binomial

Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (com reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas
vermelhas dentre as 3 escolhidas.

_nxn—x_3§x%3_x |
f(x)—(xqu —(}J(J (J X: {0, 1,2, 3}

5 15
E(X)=np =3==""=2,143
(X)=np -

52 30
Var(X)=npg =3——=—=0,612
(X)=npa =327 = %

22



Distribuicao Binomial

Exemplos

0,4

0,4

x)

P(Y

n=>5
-~ p=095

Em que situacdo a média e a variancia sao maiores?

X

01 2 3 45 6 7 8 9101112 13 14 1516 17 18 19 20

E(X)=np

Var(X) = npq

23



Distribuicao Binomial

O O Exemplo: retiram-se 3 bolas da urna (com reposicao). Define-se uma v.a.
O X cujos valores representam o numero total de bolas vermelhas dentre
® O as 3 escolhidas.

@ Qual a probabilidade de se obter 2 ou mais bolas vermelhas?
P37 x40,1,2,3
q=2/7 10, 1,2, 35
n=73

P(X22)=PX=2)+PX=3)
3 2 |

Px=2=| |[2][2] =3L232 _6252 150
2\7)\7) 211497 2497 343

e 22
3\ 7)) \7) 343

150 125 275
n _ ~

= = (0,802
343 343 343

P(X >2)=

24



Distribuicao Geomeétrica

Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
que se consiga uma bola vermelha. Define-se uma v.a. X cujos valores
representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
até obter uma bola vermelha (sucesso).

X: {0,1,2, ..., o}

O experimento envolve de 1 a infinitos eventos independentes.
Para cada evento:

P(vermelha) = 5/7 = p (probabilidade de sucesso)

P(azul) = 2/7 = g (probabilidade de fracasso, g =1 - p)

25



Distribuicao Geomeétrica

Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
que se consiga uma bola vermelha. Define-se uma v.a. X cujos valores
representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
até obter uma bola vermelha (sucesso).

X:{0,1,2,..,0}  p=5/7T q=2/7

2225 .

5 P(X=3)=————=z 5140 =0,017
P(X=0)===0,714 7777 \7)\7) 2401

7 qq49p

P

2 10
P(X:l):—§=—=o,2o4

7749 f®=pq*

qp

225 2
P(X=2)===== 3) (szﬂzo,oss

777 \7)\7) 343

qqp

26



X: {0,1,2, ...

f(x)=pq’

E(X)=?
Var(X) ="

o) E(X)= ixP(X = x)

Distribuicao Geomeétrica

Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
que se consiga uma bola vermelha. Define-se uma v.a. X cujos valores
representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
até obter uma bola vermelha (sucesso).

x=0

E(X)=iqux

x=0
E(X)= pq_ dq*
x=1 d dq
o0 qx
E(X)=pq
Z‘ dq

d
E(X)=pq @ _q
dq =
l-gq

27



Distribuicao Geomeétrica

Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
que se consiga uma bola vermelha. Define-se uma v.a. X cujos valores
representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
até obter uma bola vermelha (sucesso).

X:{0,1,2, .., o} Var(X) = E(X*) ~[EQOF

E(X*) = iﬁP(X = x)

x=0

J(xX)=pq’ E(Xz):ixzpqx
E(X?)= q’ ";q
E(x)=1

<



Distribuicao Geomeétrica

Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
que se consiga uma bola vermelha. Define-se uma v.a. X cujos valores
representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
até obter uma bola vermelha (sucesso).

X:{0,1,2, .., o} Var(X) = E(X*) ~[EQOF

2

2
var(x)=419_4
p

2

f(x)=pq’

2

Var(X)=-L
p

E(x)=4

<



Distribuicao Geomeétrica

Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
que se consiga uma bola vermelha. Define-se uma v.a. X cujos valores
representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
até obter uma bola vermelha (sucesso).

p=>5/7 5(2
_ X)=pg  ==| = X:{0,1,2, .., 0
o r=pr =32 i }
Exy=9-27_2_¢4
p 75 5
24 14
Var(X)z—2 D _ =0,56
»> 725 25
Importante:

Algumas vezes, esta v.a. refere-se ao numero total de tentativas até se conseguir o

sucesso. Nesse caso Y=X+1
1
Y {1929 ceey OO} f(y):pqy_l E(Y):; Var(Y):%




Distribuicao Geomeétrica

Exemplos

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 +o0
X X
0,5

R

k=]
w

x)

------------------------------------------------------------------------------------ E(X)=

P(X=
LS

Var(X) = 9

0,1 R oo 2

012 3 45 6 7 8 9 10111213 14151617 1819 +oo
X

Em que situacdo a média e a variancia sao maiores?



p=15/7
q=2/T

Distribuicao Geomeétrica

Exemplo: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até que se consiga
uma bola vermelha. Define-se uma v.a. X cujos valores representam o
numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna até obter uma
bola vermelha (sucesso).

Qual a probabilidade de se obter a bola vermelha somente na 32 tentativa?

X:{0,1, ..., 0}

@ @® O <« eventodesejado: 2 fracassos seguido de 1 sucesso

por=2=[3)(2) =34 20 4 058
7N\ 749 343

32



Distribuicao Binomial Negativa (Pascal)

O Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
O que se consiga 3 bolas vermelhas. Define-se uma v.a. X cujos valores

O representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
O O até obter as 3 bolas vermelhas (sucessos).

X: {0,1,2, ..., o}

O experimento envolve de 3 a infinitos eventos independentes.
Para cada evento:

P(vermelha) = 5/7 = p (probabilidade de sucesso)

P(azul) = 2/7 = g (probabilidade de fracasso, g =1 - p)

33



Distribuicao Binomial Negativa (Pascal)

X:{0,1,2,..,0} p=5/7 ¢q=2/T r=3

3
;{X:oyzéééz(é):03@4
777 \7

ppp

217777 7
qppp

| 2 3
p(Xzz):izzééfz o 2] (2 =0,178
21277777 7)\7

a9pPpPpP

!
fm¥:0—3'2555—32(5

3
—j =0,312
7

O Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até

que se consiga 3 bolas vermelhas. Define-se uma v.a. X cujos valores
representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
até obter as 3 bolas vermelhas (sucessos).

x+r—1 .
yﬂ@—( qu
X
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Distribuicao Binomial Negativa (Pascal)

O Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até
O que se consiga 3 bolas vermelhas. Define-se uma v.a. X cujos valores

O representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
O O até obter as 3 bolas vermelhas (sucessos).

A v.a. Binomial Negativa pode ser entendida como uma
somatoria de r v.a. Geométricas.

X =YY, onde cada ¥, tem distribuico Geométrica
f(x): X+V—1 prqx - Y1:2 Y2:4 Y3:3
x Por exemplo: @w — X =9 (fracassos)
. T
E(X)= E[Zyj ZE(Y) Z 7 _"
i=1

Var(X) = Var( Ylj:ZVar(Yi): > :r_q2
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Distribuicao Binomial Negativa (Pascal)

O Considere o experimento: retiram-se bolas da urna (com reposicao), até

O que se consiga 3 bolas vermelhas. Define-se uma v.a. X cujos valores
O representam o numero total de bolas azuis (fracassos) retiradas da urna
O até obter as 3 bolas vermelhas (sucessos).
O
p=5/7 x+r=1) o (x+2Y) 5 (2Y
_ Jf(x)= p'q = 12| XxH{0,1,2,.., 0
q= 32/7 ¥ X 7 - { §
=
Exy="9-327_%_4,
p 75 5
249 42
Var(X)="9 =322 42 _} 68
p 725 25
Importante:
Algumas vezes, esta v.a. refere-se ao numero total de tentativas até se conseguir »
sucessos. Nesse caso Y=X+r
y= . . r rq
Y: {r,r+1, ..., 0} f()= P q E(Y)=— Var(Y):_z
r—1 p p
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Distribuicao Binomial Negativa

Exemplos

0,3

P(X=x)

"""""""""""""""" r=5 E(X)= 9

-  p=09 p
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" Var(X) = r_q2
________________________________________________________________________ p

Em que situacdo a média e a variancia sao maiores?
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Distribuicao Hipergeométrica

Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (sem reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de

bolas vermelhas dentre as 3 escolhidas.

ndimero de bolas retiradas da urna

X: {1‘{2, 3} @ @ @ numero de bolas vermelhas na urna

ndo € possivel obter 3 bolas azuis! nuUmero total de bolas na urna 17 2

210
P(X=0)= ———=0 P(X=3)= ——==—==
( ) 765 ( ) 765 42 7
aaa \VRVRY
K! (M -K)!
31 521 2 1
P(X:1)=—' '———:352— - n! (K=x)![(M -K)—(n—x)]!
1121765 7 f(x)_x!(n—x)! a
vaa R
(M —n)!
31 542 g8 4
P(X=2):—i——=3—:— K\YM-K
211765 42 7
\x )\ n—x
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Distribuicao Hipergeométrica

O
O O Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (sem reposicao).
O Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de
® O bolas vermelhas dentre as 3 escolhidas.
@ E(X)=n A
X: {1,2,3} M
Var(X)=n KM-KM=n
KM —K M M M-1
~ (xj( - x j OBS: se M for muito grande:
J(x)= i K )
— — p (probabilidade de sucesso)
n M
M-K
——— —> ¢q (probabilidade de fracasso)
E(X)=? M

Hipergeométrica — Binomial
39
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Distribuicao Hipergeométrica

Considere o experimento: retiram-se 3 bolas da urna (sem reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de
bolas vermelhas dentre as 3 escolhidas.

L e 5
WY

E(X) = n£ — 32 =2,143 (mesmo que Binomial)
M 7

Var(X)=n

= —= 20,408
M M M-1 ~77\6 294

(variancia da Binomial * fator de correcao)

KM-KM-n _3§2 120
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Distribuicao Hipergeométrica

Exemplos

KM-KM-n

M M M-I

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
X

Em que situacao a média e a variancia sao maiores? 41



Distribuicao de Poisson

Suponha que numa série temporal diaria de dados de chuva observou-se 10 falhas
(dados ausentes) em 100 dias de observacao, ou seja, 0,1 falha por dia. Deseja-se
calcular a probabilidade de que nos préximos 20 dias ocorram 0, 1, 2, etc falhas.

Considere que a qualquer instante, uma falha é tao provavel de ocorrer como em
qualquer outro instante e assim, a probabilidade permanece constante.

Pode-se considerar cada intervalo como
0 720 dias uma Bernoulli, sendo sucesso obter uma
I A N A NN N NN N N B falha e fracasso obter um dado correto.

T 11T 1T "1 ""1T""1T 71T .
Sendo assim, quanto vale p = P(sucesso)?
dividindo arbitrariamente o periodo em 10 partes...

E(X)= 0,1*20=2 (X é o niUmero de falhas ocorridas em 20 dias)
comon=10enp =2,
entao p=0,2
Problema: nao considera a possibilidade
10 - de 2 ou mais falhas dentro do mesmo
xX) = (0,2)*(0,8)10~*
f () (x) intervalo!
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Distribuicao de Poisson

Suponha que numa série temporal diaria de dados de chuva observou-se 10 falhas
(dados ausentes) em 100 dias de observacao, ou seja, 0,1 falha por dia. Deseja-se
calcular a probabilidade de que nos préximos 20 dias ocorram 0, 1, 2, etc falhas.

Considere que a qualquer instante, uma falha é tao provavel de ocorrer como em
qualquer outro instante e assim, a probabilidade permanece constante.

0 20 dias

P

dividindo arbitrariamente o periodo em 40 partes...

EX)=2
comon=40enp =2,
entao p = 0,05
Problema: nao considera a possibilidade
flx) = (40) (0,05)*(0,95)40~* de 2 ou mais falhas dentro do mesmo
X

intervalo!

43



Distribuicao de Poisson

Suponha que numa série temporal diaria de dados de chuva observou-se 10 falhas
(dados ausentes) em 100 dias de observacao, ou seja, 0,1 falha por dia. Deseja-se
calcular a probabilidade de que nos préximos 20 dias ocorram 0, 1, 2, etc falhas.

Considere que a qualquer instante, uma falha é tao provavel de ocorrer como em
qualquer outro instante e assim, a probabilidade permanece constante.

0 20 dias
| |
- — B
n intervalos
EX)=2=u=np Se n — o, entao p — 0 e f{x) tende para:
entao —
p =% fe) =—, (distribuicdo de Poisson)
n “ X l’l’ n—x
f(x) = (x) (E) (1 - E) E(x)=u Var(x) = u
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Resumo Distri

buigoes Discretas

Distribuigdo f(x) E(X) Var(X)
_ N+1 N -1 N .
Uniforme f(\:)— ~ 5 5 X ={L2,...N}
Bernoulli f(x)=p'qg™" )z rq X ={0.1}
‘1) .
Binomial flx)= ‘ np npq X ={0,12....n}
/
, q q .
Geométrica f(x)=pq” ; ? X ={012,..}
(x+r—1) 14 rq . :
Binomial Negativa| 7(x) = \ }—:’ j’ X ={0,1,2,..)
"/K ) '/4"]'/:{ -K \"
H—x | < 4 4 — . . .
Hipergeométrica flx)= A /‘\1{{ ‘ Z |'n ;f} {} 1{1’{[\ l‘; —}lj X ={max(0,n—M +K),...,mn(n,K )}
n
2 H ) .
Poisson f(x)= ¢ ‘:'I 7 7 X ={012..}
Y
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Distribuicao Uniforme (Continua)

Uma variavel aleatoria X tem distribuicdo Uniforme no intervalo [a, b] se sua fungao
densidade de probabilidade for dada por:

1 St Pla< X <b)=1
sea<x<bh
f(x)=b=—q 9777 e
0  caso contrario b-a
a b ;(
E(X)=?
Var(X)="?
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Distribuicao Uniforme (Continua)

f(x)lk
a<x<bh
a b ;(
b
1 =
f(x):b_ E(X) Ixf(x)dx
_a a
b 1 1 b
E(X):Ix dx = dex
E(X)="? . b—a  b-a,
2| 2 2
E(X)= LX) 1 b"—a
b—a 2| b-a 2

E(X) b’ —a’ _M(b+a) _la+b

T 2b-a) 27 | 2
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Distribuicao Uniforme (Continua)

f(x) A

1
J(x) =5,
E(X?)=

E(X)=a+b

Var(X) =17
E(X*)=

E(X?) =

b

E(X?) = i

b—

Var(X)=E(X*)-[E(X)

: x> f(x)dx
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Distribuicao Uniforme (Continua)

f(x) A

1
f(x)=ﬁ

E(X)=a+b

Var(X)="7?

Var(X) = E(X*) - [E(X)]

b —a B (a+b)

3(b—a) 4

Ab’—a’)-3(b—a)a+b)
12(b—a)

4b° —4a’ —3b° —3ab” +3a’b+3a’

12(b—a)
b’ —3ab® +3a’b—a’ B (b—aY

12(b—a) T 12(b~3)

Var(X) =

Var(X) =

Var(X) =

Var(X) =

(b-ay
12




Distribuicao Uniforme (Continua)

Uma variavel aleatoria X tem distribuicdo Uniforme no intervalo [a, b] se sua fungao

densidade de probabilidade for dada por:

1
J(x)=1b-a

0 caso contrario

sea<x<b

E(X):a+b

(b-ay
12

Var(X) =
Exemplo: X ~U(5,10) —=5<x<10
9
P(7T<X <9)= | f(x)dx
7

1 2
=(9-7).—===0,4
( )5 5

St Pla< X <b)=1
1 ______
b—a
a b ;(
P(7<X<9)

f(JC)1 I /1

()]
—_—
)
><V
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Distribuicao Normal ou Gaussiana

Uma variavel aleatoria X tem distribuicao Normal se sua funcao densidade de
probabilidade for dada por:

Tf(x)dx =1

f(X) = : e_;[x;uj 0 <x <400
N27w o
-0 ﬂ +00
—
E(X)=pu >
Var(X)=o" PB< X <11)
Exemplo: X ~ N(10,4) = u=10 o’ =4

11
PE< X <11)= | f(x)dx

8 -0 1'0 +00
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Distribuicao Normal ou Gaussiana

Propriedade: se X ~N(u,0°) e Y=aX+b entdo Y~ N(au+b,a’c”)

Z ~N(0,1) | = Distribuicao Normal Padrao

(valores de probabilidade podem ser tabelados!)
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Distribuicao Normal Padrao

z] 000 001 002 0038 004 005 006 007 008 0,09
00f 05000 04960 04920 04880 04840 04801 04761 04721 04681 04641
01 04602 04562 04522 04483 04443 04404 04364 04325 04286 04247
02f 04207 04168 04129 04090 04052 04013 03974 03936 0,3897 0,3859
03821 03783 03745 03707 03669 03632 0354 03557 03520 0,3483
03446 03409 03372 03336 03300 03264 03228 03192 03156 03121
03085 03050 03015 02981 02946 02912 02877 0,2843 02810 02776
02743 02709 02676 02643 02611 02578 02546 0,2514 02483  0,2451
02420 02389 02358 02327 0,229 02266 02236 02206 02177 02148
02119 02090 02061 02033 02005 01977 01949 0,922 0,894  0,1867
01841 01814 01788 01762 01736 01711 01685 0,1660 0,1635  0,1611
0,587 01562 011539 0515 0,1492 0,469 01446 0,1423 0,401  0,1379
01357 01335 01314 01292 01271 01251 01230 0,210 0,119  0,1170|
01151 01131 01112 01093 0,075 01056 0,038 0,020 0,1003  0,0985
0,098 00951 00934 00918 00901 00885 00869 00853 00838 00823
0,808 00793 00778 00764 00749 00735 00721 _0,0708 00694  0,0681
0,0668 0,065 00643 00630 00618 00606 00594 00582 00571 0,059
00548 00537 00526 00516 00505 00495 00485 0,0475 00465 0,055
0,446 00436 00427 00418 00409 00401 00392 00384 00375 00367
18 00359 00351 00344 0033 00329 00322 00314 00307 00301 00294

I 00287 00281 00274 00268 00262 0,025 00250 00244 0,0239  0,0233
20f 00228 00222 00217 00212 00207 00202 00197 _00192 00188  0,0183
‘ 21§ 00179 00174 00170 00166 00162 00158  0,0154 00146  0,0143
22f 00139 0013 00132 00129 00125 00122 00119 00116 00113 0,0110)

23] 00107 00104 00102 00099 0009 00094 00091 00089 0,0087  0,0084
I 00082 00080 00078 00075 00073 00071 00069 0,0068 0,0066 0,064
25( 00062 00060 0,005 00057 00055 00054 00052 00051 0,049 0,0048
26] 00047 00045 00044 00043 00041 00040 00039 00038 0,0037 0,0036
2,70 00035 00034 00033 00032 00031 00030 00029 00028 00027 0,006
28] 00026 00025 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 0,0019
I 00019 00018 00018 00017 00016 00016 00015 00015 00014 00014
3,0 00013 00013 00013 00012 00012 00011 00011 0,001 _0,0010 _ 0,0010)

P(Z > z)

P(Z>2,17)=2

P(Z >2,17)=0,0150
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Distribuicao Normal Padrao (Exemplos)

P(Z <-1,5)="7
/\ : /%0’0668
-0 1,5 0 400 -0 0O 1,5 +00

P(Z <-1,5)=P(Z >1,5)=0,0668



Distribuicao Normal Padrao (Exemplos)

PO0>Z>1,5)="?

0,5
— — 0,0668
o0 0 1,5 400 -0 0 +00 -00 0 15 +00

P(0>Z>1,5=0,5-0,0668 = 0,4332
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Distribuicao Normal Padrao (Exemplos)

P(l<Z<2)=?

0,1587
B B 0,0228
-00 01 2 +00 -0 01 +00 -0 0 2 +00

P(<Z<2)=0,1587-0,0228 =0,1359
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Distribuicao Normal (Exemplos)

X ~N(10,4)

PB<X<11)=2

+00

X—u

7 = ~ N(O,1)

o)

PE-10<X-10<11-10)="?

/
P(-1<Z<0,5)=2

8—10 11-10
P < < =7
(= > ) 0,5328%\2
-00 -1 0 05 +00
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Distribuicao da Soma de Variaveis Aleatorias

Xl NN(/ulao-lz)

X, ~N(1,,05) 3 v.a. independentes com distribuicbes normal
X5~ N(us, 0'32)

Y=X+X,+ X,

Qual a distribuicao de Y ?

YNN(ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3a012+022+0-32)

EY)=E(X,+X,+ X)) =E(X)+E(X,))+E(X;) = + 11, + 1,

Var(Y)=o! + 0, +0;
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Distribuicao da Soma de Variaveis Aleatorias

Xl ~ ‘?(lulao-lz)

X, ~Auw,,o: ~
2 (.ﬂ 2:02) > n v.a. independentes com distribui¢des desconhecidas

X, ~Au,.0,)

Y=X+X,+...+X, =D X,

i=l1

Qual a distribuicao de Y ?

se n for grande:

Y~N (Z yi,Zafj Teorema do Limite Central
i=1 i=1
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Teorema do Limite Central

A soma de n v.a. independentes tende para uma Normal a medida que n —» «

n
Y = z Xi
i=1
Se X;~N(u;, 0?) entdo Y~N (X1, p;, Y- 67) para qualquer valor de 7
“A soma de normais independentes € sempre uma normal!”

Se X;~? (1, o) entdo Y~N (X, pi, X, 6#) somente se n for grande!!!! (TLC vélida)

Esta convergéncia acontece mais rapidamente quanto mais parecida for a forma da
distribuicao original (desconhecida) da normal

(ver TLC.xIls)
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Aproximacao da Binomial a Normal

Se Y tem uma distribuicao binomial com parametros » e p:

Y = ZX,. onde cada X, tem distribuicao Bernoulli (X:: {0, 1}) com z=pe & =pgq

i=1

Entao, se n for grande, pelo TLC, Y tende a uma Normal, ou seja,

Y ~ N(np,npq) 0,09
0,08 f-\ n=100
EY)=2  E(X)=np 00 | p=04
0,06
Var(Y)=3" Var(X,)=npq oos !‘ \
0,04 I\'
OBS: Se p =0,5, a distribuicao 0.03
Binomial é simétrica e, portanto, 0,02 ¢
0,01 .
rapidamente converge para .
Normal. 0 20 40 60 80 100
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Aproximacao da Binomial a Normal

Exemplo

Considere o experimento: retiram-se 100 bolas da urna (com reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas
vermelhas dentre as 100 escolhidas.

Calcule: P(30 <X <51)

0,09
. . 2 . 0,08
n =100 p—g—0,4 007
0,06
100 0,05
J(x)= ( j0,4x0, 6" 004
X 0,03
0,02 ] I

31 (100 oot

PBO<X <51)= ) ( j0,4xo, 6" 0 A i Fbm e

=30\ X 0 20 40 60 80 100

(valor exato)

Aproximando-se a Normal...
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Aproximacao da Binomial a Normal

O Exemplo
O Considere o experimento: retiram-se 100 bolas da urna (com reposicao).
o O Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas
O vermelhas dentre as 100 escolhidas.
Calcule: P(30 <X <51)
[Ty
0,09 HH
n =100 p:%:o,4 G081 : N
5 0,07 ]
E(X)=np=100%0,4 =40 ggi
Var(X)=npg =100%0,4*0,6 =24 0,04
0,03
0,02 - | | | |
Pelo TLC: X ~ N(40,24) 0,01 1
0 .
0 20 30 0 100

P(29,5< X <51,5) =7 (corregao de continuidade)

= P(-2,143< Z <2,347)=0,9745

(valor exato para Binomial = 0,9752)
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Distribuicao Normal ou Gaussiana

Resumindo...

e Transformacoes lineares de uma Normal nao alteram sua distribuicao,
apenas sua media e variancia

Y=aX+b Se X~N(u,0%) entdo Y~N(au+ b,a’c?)

e A soma de v.a. independentes com distribuicao Normal resulta numa nova
v.a. cuja distribuicao também é Normal com média igual a soma das médias
e variancia igual a soma das variancias

2 e 2

Se X;~N(u;,0f) entao Y~} i Xi ~NQizq i, Xi=107)

e Asoma de um grande numero de v.a. independentes com distribuicao
desconhecida resulta numa nova v.a. cuja distribuicao tende a uma Normal
com média igual a soma das médias e variancia igual a soma das variancias

Se X;~? (u;,0f) entdo Y~ X, ~NOM,u,X",07) se ngrande

Teorema do Limite Central
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Distribuicao y2

Uma variavel aleatoria X tem distribuicdo 2 se sua funcao densidade de
probabilidade for dada por:

. 1 g/2-1_—x/2 >
f(x)—zg/zr(g/z)x e x>0 g<?2
g=1,2,3,...}

0 +00
E(X)=g

X ~ Z2 (Ié-se: X tem distribuicao qui-quadrado com g graus
Var(X)=2g £

de liberdade*)

Propriedades:
a) se Z ~ N(0,1), entdo Z> ~ »

b) se X, ~ x;, entdo ZXi ~

i=1

*Q conceito de “graus de liberdade” sera discutido em 05InfEstat_EstimPontual (slide 42)
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P(y% >3,25)="

P(y% >3,25)=0,975

Distribuicao y2

0,005 0,010 0,025 0,050 0,100 0900 0950 0,975 0,990 0,995

1 7,88 5,03 5,02 3.4 7,71 0,016 0,0039 ; ; ; ‘
2 | 10,60 9,21 7,38 5,99 4,61 0,21 0,10 0,051 0020 0,010
30 1284 1134 935 7,81 6,25 0,58 0,35 0R2 0,11 0,072
4 | 1486 1328 11,14 9,49 7,78 1,06 0,71 0,30 0,21
s | 1675 1509 12,83 11,07 9,24 1,61 1,15 0,55 0,41
6 | 1855 1681 1445 12,59 10,64 2,20 1,64 0,87 0,68
7 1 2028 1848 1601 1407 12,02 2,83 2,17 1,24 0,99
8 | 2195 2009 17,53 1551 13736 3,49 2,73 , 1,65 1,34
9 | 2359 21,67 1902 1692 14,68 4,17 3,33 2,70 2,09 1,73
10 | 2519 2321 2048 1831 1599 4,87 394 [325] 256 2,16
1t | 2676 2472 2192 19,68 1728 5,58 4,57 KRY) 3,05 2,60
12 | 2830 2622 2334 2103 1855 6,30 523 4,40 3,57 3,07
13 | 29,82 27,60 2474 2236 1981 7,04 5,89 5,01 4,11 3,57
31,32 29,14 26,12 23,68 21,06 7,79 6,57 5,63 4,66 4,07

32,80 30,58 27,49 2500 2231 8,55 7,26 6,26 5,23 4,60

3427 32,00 2885 2630 2354 931 7,96 6,91 5,81 5,14

35,72 3341 30,19 27,59 2477 10,09 8,67 7,56 6,41 5,70

37,16 3481 31,53 2887 2599 10,86 9,39 8,23 7,01 6,26

38,58 36,19 3285 30,14 2720 11,65 10,12 8,91 7,63 6,84

20 | 40,00 3757 3417 3141 2841 1244 10,85 9,59 8,26 743
21 | 41,40 3893 3548 32,67 29,62 1324 11,59 10,28 8,90 8,03
22 | 4280 4029 36,78 3392 3081 14,04 1234 10,98 9,54 8,64
23 | 4418 41,64 3808 3517 3201 1485 13,09 11,69 10,20 9,26
24 | 4556 4298 3936 3642 3320 1566 13,85 12,40 10,86 9,89
25 | 4693 4431 40,65 37,65 3438 1647 1461 13,12 11,52 10,52
26 | 4829 4564 4192 3889 3556 1729 1538 13,84 1220 11,16
27 | 4964 4696 43,19 40,11 36,74 18,11 1615 1457 12,88 1181
28 | 5099 4828 4446 4134 3792 1894 1693 1531 13,56 1246
20 | 5234 4950 4572 4256 39,09 1977 17,71 1605 1426 13,12
30 | 53,67 50,89 4698 4377 4026 20,60 1849 1679 1495 13,79
40 | 66,77 63,60 5934 5576 5181 2905 2651 2443 22,16 20,71
50 | 7949 76,15 7142 6750 63,17 37,60 3476 3236 2971 27,99
60 | 91,95 8838 8330 79,08 7440 4646 43,19 4048 3748 3553
70 | 10421 10043 9502 90,53 8553 5533 51,74 4876 4544 4328
80 | 11632 11233 10663 101,88 96,58 6428 60,39 57,15 5354 51,17
90 | 12830 124,12 118,14 113,15 107,57 73,29 69,13 6565 6175 5920
100 § 14017 13581 12956 12434 11850 8236 77.93 7422 7006 _ 67.33
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Distribuicao y2

P(x2 >3,25)="
P(x% >3,25)=0,975
P(x%>?)=0,9

P(x% >8,55)=0,9

g 0,005 0010 0025 0050 0100 [0,900] 0950 0,975 00990 0,995
1 7,88 6,63 5,02 3,84 271 0,016 0,039 00010 0,00016 0,00004
2 10,60 9,21 7,38 5,99 4,61 0,21 0,10 0051 0020 0010
301284 11,34 9,35 7,81 6,25 0,58 0,35 0,22 0,11 0,072
4 1486 1328 11,14 9,49 7,78 1,06 0,71 0,48 0,30 0,21
5 1675 1509 12,83 11,07 9,24 1,61 1,15 0,83 0,55 0,41
6 18,55 1681 1445 1259 10,64 1,64 1,24 0,87 0,68
7 2028 1848 1601 1407 12,02 2,17 1,69 1,24 0,99
8 21,95 2009 17,53 1551 1336 2,73 2,18 1,65 1,34
9 2359 21,67 1902 1692 14,68 3,33 2,70 2,09 1,73
10 2519 2321 2048 1831 1599 3,94 3,25 2,56 2,16
11 2676 2472 2192 1968 1728 5,58 4,57 3,82 3,05 2,60
12 2830 2622 2334 21,03 18,55 6,30 5,23 4,40 3,57 3,07
13 2982 2769 2474 2236 1981 7,04 5,89 5,01 411 3,57
14 3132 29,14 26,12 23,68 21,06 : 6,57 5,63 4,66 4,07
‘ 15 32,80 30,58 27,49 2500 2231 7,26 6,26 5,23 4,60
16 3427 32,00 2885 2630 23,54 9,31 7,96 6,91 5,81 5,14
17 3572 3341 30,19 27,59 2477 10,09 8,67 7,56 6,41 5,70
18 37,16 3481 31,53 2887 2599 10,86 9,39 8,23 7,01 6,26
19 3858 36,19 32,85 30,14 2720 11,65 10,12 8,91 7,63 6,84
20 40,00 37,57 3417 3141 2841 1244 1085 9,59 8,26 743
21 4140 3893 3548 32,67 29,62 1324 11,59 10,28 8,90 8,03
22 4280 4029 36,78 33,92 30,81 14,04 12,34 10,98 9,54 8,64
23 44,18 41,64 3808 3517 32,01 1485 13,09 11,69 10,20 9,26
24 4556 4298 3936 3642 3320 1566 13,85 1240 10,86 9,89
25 4693 4431 40,65 37,65 3438 1647 1461 1312 1152 10,52
26 4829 4564 4192 3889 3556 17,29 1538 13,84 1220 11,16
27 4964 4696 43,19 40,11 36,74 18,11 1615 1457 12,88 1181
28 50,99 4828 4446 4134 37,92 1894 1693 1531 13,56 12,46
29 5234 4959 4572 4256 39,00 1977 17,71 1605 1426 13,12
30 53,67 5089 4698 4377 4026 20,60 1849 16,79 1495 13,79
40 66,77 63,69 5934 5576  SI,81 29,05 26,51 2443 2216 20,71
S0 7949 7615 7142 67,50 63,17 37,60 3476 3236 2971 27,99
60 91,95 8838 8330 7908 7440 4646 43,19 4048 3748 3553
70 10421 10043 9502 90,53 85,53 5533 51,74 48,76 4544 4328
80 116,32 112,33 106,63 101,88 96,58 6428 60,39 57,15 53,54 51,17
90 128,30 124,12 118,14 113,15 107,57 7329 69,13 6565 61,75 59,20
100 140,17 13581 129,56 12434 118,50 82,36 77,93 7422 70,06 6733
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Distribuigéo t de Student

Uma variavel aleatoria X tem distribuicao ¢ de Student se sua funcao densidade de
probabilidade for dada por:

(g+1)/2
f(x)= F((g/;)l)y/zﬂ( j —0< X <0
8/2N7E g=1{1,2,3,..)
-00 0 +00
E(X)=0 g X ~t, (I&-se: X tem distribuicao ¢ de Student com g graus de
Var(X) = ; liberdade)
Propriedades:

Y4
a)se Z~N(0,1) e W~ y. entéo —W~tg
\lg

b) se g > entdo ¢, —> N(0,1)
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Distribuigéo [ de Student

0,05 0,025 ]0,01]
6,314 12,706 31,821

40

1 0,1

0,005

—he

3,078
1,886
1,638
1,533
1,476

2,920
2,353
2,132
2,015

4,303
3,182
2,776
2,571

6,965
4541

63,656
9,925
5,841
4,604
4,032

1,440
1,415
1,397
1,383
1,372

1,943
1,895
1,860
1,833
1,812

2,447
2,365
2,306
2,262
2,228

3,707
3,499
3,355
3,250
3,169

— | O O 00 1 N[ B W N

— | —

P(yd )

P(T,, >?)=0,01

P(T, >2,764) = 0,01

y

14
15

1,363
1,356
1,350
1,345
1,341

1,796
1,782
1,771
1,761
1,753

2,201
2,179
2,160
2,145
2,131

3,106
3,055
3,012
2,977
2,947

16
17
18
19
20

1,337
1,333
1,330
1,328
1,325

1,746
1,740
1,734
1,729
1,725

2,120
2,110
2,101
2,093
2,086

2,921
2,898
2,878
2,861
2,845

21
22
23
24
25

1,323
1,321
1,319
1,318
1,316

1,721
1,717
1,714
1,711
1,708

2,080
2,074
2,069
2,064
2,060

2,831
2,819
2,807
2,797
2,787

26
27
28
29
30

1315
1,314
1,313
1,311
1,310

1,706
1,703
1,701
1,699
1,697

2,056
2,052
2,048
2,045
2,042

2,779
2,771
2,763
2,756
2,750

40
50
60
20

1,303
1,299
1,296
1,289
1,282

1,684
1,676
1,671
1,658
1,645

2,021
2,009
2,000
1,980
1,960

2,704
2,678
2,660
2,617
2,576
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Distribuicao F' (de Snedecor)

Uma variavel aleatoria X tem distribuicdo F se sua funcao densidade de
probabilidade for dada por:

& /2 —(g1+82)/2
e M3 (5 5]

I'(g/2)T(g,/2)\ g, &> g =1{1,2,3,.}
g \ g, =1L2,3,...}
E(X)=—%22 5 0 +00
&~ n L
20%(o +0 -2y (X~F,, (le-ser Xtem distribuicao " com g, e g, graus
Var(X) = 2881+ 8 =2) % 7 de liberdade)
g(8,-2)(g,-4) |

Fgl 24
Propriedades:

. Ulg F
2 2 1 +o0
a)se U~ y, eV~ y, entdo Vg, ~F, .

. 1 [ F,
b)se X ~F, ,, entdo —~F,, =PF,,>F)=PF,, <2) &8

01 ~+o0
F 70

o




Distribuicao F

P(Fq > ?) = 0,025

) »

P(F5 >2,57) = 0,025

&1

A1 1 3 4 5 6 1 & 9w u__ 1z 15 W 35 W 4 W W
LEears 7995 8pd2  BOSWG G205  93T1 G482 9567  UA3  GaHH 9730 97T 9849 9030 o9kl 1001 I0dk 1008 013
2 3851300 AT M2 A0 I 936 W37 WIS 3040 941 94 3943 W45 046 946 3047 1943 3949
I 1744 1604 1544 1500 T4KE 1473 14482 1454 4T 1442 1437 1434 1425 1407 1402 1408 1404 1401 134
4 1222 1065 9 961 936 920 907 898 BS0 MM KW RTS  Be6 856 BSD B4 841 KM RE®
s|owo 843 77 T TS 698 6BS 6T6 RAE 662 65T 65D 64 633 627 623 618 G614 608
Gf KB 726 660 623 599 M) ST 560 5SS 56 S4l 53T 51 ST S11 S07 501 498 49
T|ORAT 654 SED 532 52y 502 499 490 4R 476 471 46T 45T 44T 440 436 431 428 42
By 7AYok 542 305 4B 465 453 44) 436 430 44 420 410 400 3% 3R R4 3K 1M
9| 721 5T SO8 4T 448 431 420 400 403 3% 381 38T AT 36T 360 356 351 34T 340
) 694 546 4B} 447 44 47 395 385 3T 3M 366 M6 352 41 A3 A3 1% 322 18
| 672 526 463 42 404 38 1% 366 389 381 347 343 A AN M6 302 306 3m 296
3| 655 sI0 447 402 389 M 36l 351 344 33T 33 328 AR M7 S0L 2% 291 287 240
13| 641 497 435 400 37T 360 346 339 33 325 320 MM 305 295 188 184 278 1M 267
) 630 486 434 389 366 350 33 329 32 3§ 39 M5 295 28 278 273 L& 264 256
15| 620 477 405 3K 3SR 341 329 3200 312 L0630 296 286 L6 269 264 250 135 247
16 612 483 408 3T3 0 350 3M 0 322 317 308 299 1@ 2RO 270 2é% 11 25T 28l 247 240
7| 604 462 4Dl 386 3M 0 3 Rle 06 298 290 287 LR Im 262 235 250 244 241 23
18] 598 456 395 381 A3 32 30 301 293 28 ML 2T 26T 256 249 244 13 235 227
Bl 59 451 390 1S 33 U7 305 296 288 282 1% 1M 260 251 24 239 23 230 22

58T 446 3836 351 329 313 A 291 R4 AT 2T 268 246 240 235 220 225 20T
20 583 442 38 48 425 3 29T 287 280 2T 268 284 253 242 236 231 238 221 113
2 51 43 M 34 30 305 291 2% 236 2T 265 260 230 23 23 227 1n a7 2l
2 575 435 3N 14l Mg 302 290 1M1 273 167 161 257 147 MM 22 2M 0 L0% 214 206
4] 57 4 AT 338 M5 29 28T 2T 270 264 259 254 244 233 226 221 205 U1 2
25 569 429 A69 335 313 297 28 275 268 261 25 251 241 130 223 215 202 208 200
Jof 557 408 ASY 315 A03 28T XTSRS 2% 257 231 246 241 231 2200 212 rr 2 187 13
40| 541405 346 303 280 AW 262 153 245 239 2B 229 I8 T 1w 184 18 LR L
by 53 3T 33 305 LB 26T 235 L& 238 231 1M 22 210 1w 182 LB 180 LTS Lk
00| SI8 383 325 280 AT 254 242 2M 1M 218 212 208 197 18 LT LT 164 1S 148

/1



D

istribui

~J

1Ca0

F

&1
1 1 3 4 5 f 7T 8 9% W M 1z 15 MW B M @ N I0
LG4 7993 Bed2  BORG G2LE 93T G482 9567 URL3  GaB&  9TI0 9767 9849 9930 G9R1 1001 moa 1008 1013
2] 3851 3900 3007 3925 3630 3933 3036 3T W30 3040 3941 1041 3943 3045 3046 045 1047 3043 3049
I 1744 1604 1544 1500 T4KE 1473 14482 1454 44T 1442 1437 1434 1425 1407 1402 1408 1404 1401 134
0 + 4] 1222 1065 9w w6l 936 20 907 898 BS0 AM KT RTS G66 856 BSD B46 R4l 83 832
F o0 S| R4 776 TI TUS BOR 685 676 6AH 662 65T 652 643 B33 627 623 GI% 614 608
6 BB 726 660 623 599 AN ST A0 §52 56 S41 83T 51 AIT &1 ST G0l 498 4
T| BOT B34 5RO 552 52y 512 499 480 4B 46 471 467 457 44T 440 436 431 42 42
B 75T 66 547 505 4K2 465 453 443 436 430 424 420 410 400 394 389 AK4 3K 37
P( F > F) — () ()25 91 TI AT 508 470 448 432 4N a0 403 386 391 38T 37T 36T 3e0 356 331 347 140
818> g W 684 546 4B} 44T 44 40T 395 3RS A8 ATD 366 A6 352 342 335 3 1% 322 1S
LIl 672 526 463 42 an4 3B 3% 166 359 AS3 347 343 3B 12 Al6 312 M06 3m 29
12| 635 510 447 402 3B9 AT 36l 151 344 33 332 328 3U8 307 30U 2% 291 187 280
3] 641 487 435 400 377 360 348 330 330 325 320 A1 305 295 1M 28 1T MM 167
l4| 630 486 424 189 366 350 A3 129 32 U5 309 305 295 2% 278 2T 267 264 256
Qo 15| 620 477 415 3R RSE 341 329 320 342 306 M 296 286 276 269 2864 2 235 147
16 612 4% 408 373 350 1M 32 317 308 249 201 RS 2% @R 141 237 281 247 240
17| 6 462 401 366 34 328 306 306 29 292 28T 2R 13 262 155 250 244 241 am
P( F..< ?) =0.025 18] 598 456 385 36l RIE 322 R0 301 283 LR IM1 27 L6T 286 240 244 138 235 17
25,5 > 9] 592 451 330 3S 3307 R0 286 M8 281 176 272 262 251 244 230 2@ 30 an;
W57 446 386 351 129 313 A 291 M LT 272 268 257 246 240 235 229 235 A7
P( F..> ?) =0.025 2| 583 442 382 348 A I 197 287 280 LT3 268 2e4 253 242 236 231 238 231 103
3,25 ’ 2 5% 43 37 34 31 305 293 28 236 2T 65 260 250 230 23 21 221 27 2w
235743 AN 34 38 302 290 M 27 267 262 257 247 236 21 214 218 Ll 206
M| 5T 432 3T 338 A5 2w 2T 2T 270 284 239 234 244 233 21 221 215 Al 2l
‘25 569 429 360 333 297 MBS 275 LEF 261 256 151 241 230 223 I8 202 2w 200
o A5 408 1S 315 303 287 XTS 0 245 257 231 246 241 23 2200 212 ox7 o 1m 197 18
A0 541405 346 R13 280 2M 0 262 253 245 239 23 229 118 LT 1w 1w I8 LB L
S0 53 397 339 305 183 267 255 246 138 231 226 22 111 LW 192 LET 180 LI L6
e 318 383 3X AWM 17 254 141 23 1M 2R 217 28 197 185 LT Ol 1ed 159 14w
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0 r ~+00

P(F, . >F)=0,025

1)
P(in5 <?7)=0,025
P(FS’25 >7)=0,025
P(FS’25 >3,13)=0,025
1
P(F,..<——)=0,025
( 255 > 3 13)

b

P(Fys <0,319) = 0,025

Distribuicao F

g1

11 3 4 5 6 T 8 9 woom 1z 15 W % W a4 0w
L6478 7995 8nd2  B996 9218 9370 B2 9547 UA3 GndéA 970 97e T OR40 993 oow 100 11K 08 1013
2| O350 00 AT IS 3030 M3 3936 W37 930 3040 04l 1041 3043 W45 3946 3946 3947 1945 3949
3| 1744 Iedd 1544 1500 14K 4T3 14462 1454 1447 1442 1437 1434 1425 1417 14,12 1408 1404 1401 13u6
4] 1220 1065 99 96l 936 920 907 898 RS0 M4 KTV BTS  B66 856 BS) B46 R4l R R
S| W 84y 776 T RIS B9 68 676 hAE 662 65T 631 643 633 627 623 618 64 608
6 BRI T26 640 623 540  54F 5700 340 552 546 54 837 827 50T AN 0T A0l 498 4492
7| BOT 654 SED SS S2Y 512 499 490 4R 476 471 467 457 44T 440 436 431 428 471
2 757 fi.[My 542 305 482 4 6% 4,53 443 4 18 4.30) 424 4.20 4,14 400 I 388 184 3Kl i
4| T2 3T OR0R 0 471 448 432 4M0 400 403 386 391 8T 3T AT i3s3 AW 147 340
M| 694 546 4B 447 424 4T 395 385 378 372 366 362 352 347 335 331 3% 122 11
| 672 526 463 43 a0 I 376 166 359 38 347 343 33 2 306 112 M06 103 29
2] 655 500 447 402 3&% W7y sl s I - T I 1 - O 8 1 T X | N 1 1 R T | 28T 2R
13 &4l 487 435 400 377 iad 348 33w 331 X320 15 30s 295 2ER O 2B4 0 27RO A4 287
4| 630 486 424 3EP 366 350 AAK 329 321 LIS 309 35 295 284 TR 273 267 064 15
15| 620 477 415 M0 3SE 341 33 320 312 A06 M 296 286 176 269 260 15 135 247
16 12 4.09 410 173 350 313 32k 31z 305 49 13 2.k 274 168 261 157 251 I |
17| 604 462 40 366 3 32 316 A0 29% 282 23T LR 272 247 235 250 244 241 21
18] 508 456 3495 34l 322 3100 301 20 2R iw 270 RT3 24% 244 238 235 227
9] 592 a5 390 35 33 3T 305 296 288 1R 176 27D 260 251 244 239 133 130 291
M| ART O 44h 336 151 129 313 £ 2491 18 2T 271 168 257 24h 240 233 L I T )
| S8 442 382 348 335 3 297 2R 230 2TV 2ER 0 2ad 233 247 236 231 a8 a3 113
287 438 3 34 122 3605 293 28 27 AT A5 260 RSD 239 2% 2T 1M L
23 5.75 435 175 14l 118 302 240 241 273 57 2.62 257 247 236 224 2 218 AT
W 572 432 372 33 LIS 2w 2NT 2T 270 264 250 254 44 231 2% 231 1Sl Am
25| S69 429 1g 33 297 28275 L6 261 256 23 241 230 12 I8 212 208 200
10 457 418 154 325 103 287 175 285 257 2351 246 241 11] 220 2o 2N 197 |.88
40| 542 405 346 33 290 2M 262 253 245 239 233 229 108 0T 199 194 18F LB L7
s 54 397 3,30 05 283 AT 155 246 2138 P A T Y A | 1.9¢ 192 1E? 130 175 16
100 518 183 325 201 270 .54 142 25 1.4 218 112 P 1497 1.85 L7717 1.64 1.59 148
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Distribuicao Exponencial

Uma variavel aleatoria X tem distribuicdo Exponencial se sua funcao densidade de
probabilidade for dada por:

“ox x=0
xX)= e
fx) =0
1
E(X) =~
A 1 X~Exp( ) (lé-se: X tem distribuicdo exponencial com
Var(X) = 2 parametro 1)
Propriedade:
Se X;, X;~Exp(1) independentes entado 4oy (0,1)
Xi+Xj
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Distribuicao Rayleigh

Uma variavel aleatoria X tem distribuicao Ray/eigh se sua funcao densidade de
probabilidade for dada por:

—_xz x=0
fGx) =—ze2a®  a>0

EX)=a«a /—
2 ) X~Rayleigh(a) (Ié-se: X tem distribuicdo Rayleigh com
2
o

T n
Var(X) = (2 3 parametro o)

Propriedades:
a) Se X;,X;~N(0,0?%) independentes entdo /Xl? + X?~ Rayleigh(o)
b) Se X~Exp(1) entdo VX~ Rayleigh (\/%_A)
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Distribuicao Gamma

Uma variavel aleatoria X tem distribuicdo Gamma se sua funcao densidade de
probabilidade for dada por:

a=1 =2

x*~le=Frpa x>0 PR

f(x): F(a) @B >0 a=9 B=05
o 1 2 3 4 5

a
EX) =~

g a X~Gamma(a,B) (lé-se: X tem distribuicdo Gamma com
Var(X) = — parametros o e p)

182

Propriedades:

N
a) Se X;~Exp(A) independentes entao Z X; ~ Gamma(N, L)
i=1
. . « 5 1
b) Se X;~Rayleigh(a) independentes entao in ~Gamma|N,—

22
=1



Distribuicoes Multivariadas

Considere que X representa um vetor de p variaveis aleatdrias relacionadas, ou
seja, X = {X1, Xz, .., Xp)}

A obtencao da distribuicao de probabilidade multivariada (ou conjunta) depende do
conhecimento da natureza da relacao entre cada uma das p variaveis aleatorias

Alguns exemplos podem ser citados como as distribuicdes de Wishard, Multinomial,
Poisson Multivariada e outras mais especificas usadas em aplicacoes de radar
(Par de intensidades Multi-look, por exemplo). Ha também outras mais
complexas baseadas em teoria de Copula

Mas a mais conhecida e utilizada € a Distribuicao Normal Multivariada, cuja FDP é
dada por:

Distribuicao Normal Bivariada

1 1 Ty-1
— —5 (- 27 (x—p)

fx) Pz e -0 < x, < 400

p representa o vetor de médias {uy, iz, .., iy} g

X representa a matriz de variancia/covariancia 3

(o]
Var(X,) o Cov(Xy, Xp)
2= : :
Cov(X1,Xp) - Var(Xy)
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